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Attorés a kockazati mutatok validaciéjaban
— Megnyilt az ut a varhato tobbletveszteség
effektiv visszateszteléséhez?*

Bugdr Gyéngyi

Ez az irds egyfajta ,figyelemfelhivds” kivan lenni a pénziigyi kockdzati mutatdk visz-
szatesztelésében elért legujabb eredményekre. A téma a bankok dltal a kereskedési
kényv portfdliokhoz sziikséges minimdlis tékeigényének meghatdrozdsdhoz haszndlt
belsé kockdzati modellek teljesitményének szabdlyozdi ellenérzéséhez kapcsolddik.
A visszatesztelési eljdrds (backtesting) sordn a kockdzatbecsl6 modellek helytallosad-
gdt ellendrizziik. A kézelmultban megjelent dtiité szakirodalmi eredmények birto-
kaban megdllapitjuk, hogy a kockdztatott értékkel vald egyiittes elicitdlhatésdgra
(elicitability, kivdlthatdsdg) épitve a vdrhato tébbletveszteséghez (expected shortfall)
bevezethetd az ugynevezett kézvetett utdteszt (ridge backtest?). Az azonban még
nyitott kérdés, hogy mikor és hogyan fognak a szabdlyozd hatésdgok erre reagdini.

Journal of Economic Literature (JEL) kddok: D81, G21, G28

Kulcsszavak: banki szabalyozas, varhato tobbletveszteség (ES), elicitdlhatdsag, visz-
szatesztelhetGség, kozvetett utdteszt

1. Bevezetés

A 2016-ban kozzétett Uj Bazel Il szabalyozas (BCBS 2016) modositott keretrendszert
biztosit a piaci kockazatok t6kekoltségének meghatarozasahoz a belsé modellekben,
és a hangsulyt a kockaztatott értékrdl (Value at Risk, VaR) a varhato tobbletvesz-
teségre (Expected Shortfall, ES) helyezi (Bugdr - Ratting 2016). Ez olyan kockazati
mutatd, amellyel jobban megragadhaté a nagy veszteségek bekovetkezésének koc-
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1 Backtest: A kordbbi tapasztalatokra épulé mingsitési mddszer. A magyar szakirodalomba visszatesztelés,
illetve utéteszt elnevezéssel kerdlt &t.
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kazata (tail risk), és kedvez6bb tulajdonsagokkal rendelkezik, példaul koherenciaval
(Artzner et al. 1999).

Ahogyan azonban azt Gneiting (2011) korszakalkoté m(ivében bebizonyitotta, az
ES-nek a VaR-ral szemben van egy komoly hatradnya, mégpedig az, hogy nem elicital-
hatd. Ez a megdllapitas heves vitakat valtott ki azzal kapcsolatban, hogy egyaltaldn
lehetséges-e az ES visszatesztelése. Néhdnyan arra jutottak, hogy ez a kockazati
mutatd egyaltalan nem visszatesztelhetd (példaul Carver 2013). Masok, mint példaul
Tasche (2014) és Acerbi — Székely (2014) hatarozottan meg voltak gy6z6dve arrdl,
hogy ez nem valds probléma. Utébbiak hangsulyoztdk, hogy az elicitalhatésagot
nem is hasznaltdk ki a VaR utétesztjeiben. Az elicitdlhatésdg hidnya az ES eseté-
ben komoly kihivasnak bizonyult. Ezért sokan, f6leg a pénziigyi matematikusok és
a statisztikusok azt vizsgaltak, hogy az ES alkalmas-e a VaR helyettesitésére a banki
szabalyozasban. Erre a célra elméletileg prominens jeldlt lehet az a-expektilis?,
ami elicitalhato és koherens is egyben (a = 0,5)3. A gyakorlati alkalmazéasa azonban
kizart, mivel nem bir semmilyen kdzgazdasagi jelentéssel. Annak ellenére, hogy az
ES megvetette a labat a Bazel lll-ban, és ezt hasznaljak javasolt Uj mérészamként
a kereskedési konyvben vallalt pozicidk t6kekoltségének megdllapitdsahoz, a Bazeli
Bizottsag visszatesztelési célokra tovabbra is a VaR-t tdmogatja.

A visszatesztelési mddszertan legutdbbi fejleményeinek fényében égetden sziikséges
a jelenlegi rendszer felllvizsgalata. Ez a munka azokra az elképzelésekre és ered-
ményekre kivan ravilagitani, amelyek alapot szolgaltattak a fenti, messzire mutaté
kovetkeztetés levondsahoz.

2. Kockaztatott érték és varhato tobbletveszteség

McNeil et al. (2015) szerint a kvantitativ kockazatkezelés legmodernebb mddsze-
re az, hogy egy portfélié kockazatat olyan statisztikai mennyiségként azonositjak,
amely megmutatja a portféliénak egy el6re meghatarozott id6horizontra vonatkozé
hozam/veszteség eloszlasat. Ennek egyik példaja a Markowitz (1952) altal javasolt
variancia, a VaR és az ES, mely utébbiak a banki szabdlyozasban is alkalmazott
mérdszamok.*

A VaR kvantilis alapu kockazati mérték (Dowd-Blake 2006), tehat az (X) hozamel-
oszlas negativ a-kvantilise adott a szignifikanciaszinten

VaRa(X):_qa(X) (1)

2 Az expectile fogalma, amely a vérhatd érték altalanositasanak is tekinthet8, Newey és Powell (1987)
tanulményaban jelent meg el8sz6r az angol szakirodalomban. Lévén, hogy magyar megfelel6je utan kutatva
nem taldltam létezé elnevezést, egy korabbi tanulmanyomban (Bugdr 2019) expektilis néven vezettem be
a magyar szakirodalomba.

3 Lasd pl. Ziegel (2016) m(ivét, ami ezt bizonyitja.

4 A VaR egy adott idGtavra vonatkozéan, meghatarozott megbizhatdsaggal becsilt legnagyobb veszteség.
Az ES a VaR-t meghaladoé atlagos veszteség.
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Az (1) egyenletbdl kovetkezGen
VaR,(X)=—F(a), O<a<l (2)

F<(a) az X valdszin(iségi valtozd F(x) eloszlasfliiggvényének altalanositott inverze
(Embrechts et al. 1999), azaz

F“(a)zinf{xeR‘F(x)Z(x}, (3)

ahol inf{.} a zardjelben szerepl6 szamhalmaz infimumat, azaz legnagyobb alsé kor-
latjat jelenti.®

A VaR-moddszertant a bankszektor 1993 6ta hasznalja Ggynevezett standard szaba-
lyozasi modell formdjaban, arra a célra, hogy felmérje a piaci kockazattal kapcsolatos
veszteségek fedezéséhez sziikséges szabdlyozdi tékét. A pénziigyi szektor dinamikus
fejlédése gyors termékinnovacidkkal parosult, és egyre tobb problémat és kihivast
vet fel a szabdlyozdk szamara. Tobbek kozott a subprime (masodrend(i hitelpiacrol
kiinduld) valsag és globalis pénzligyi valsagga torténd eszkalaciodja is ravilagitott
a VaR mint kockazati mérdszam hatranyaira. A pénziigyi turbulencia ezen id6sza-
kaban a bankok veszteségei messze meghaladtdk a VaR segitségével , kalibralt”
szabdlyozdi t6kekovetelményeket.

A VaR mint kockazati mérészam megbizhatatlansagara a kutatdk és a kockazati szak-
ért6k a 2000-es évek eleje 6ta hatarozottan rd is mutattak. Szamos olyan tanulmany
megjelent, amely a VaR ,gyengeségeit” taglalta. Ezenfellil 2002-ben a Journal of
Banking and Finance kiilon kotetet szentelt a VaR kockdzatmérési tedridkban és
a kockazatkezelésben térténd alkalmazasaban felmeriilé problémaknak. Mi tobb,
Szeg6 (2002) azt a provokativ cimet adta szerkeszt6i el6szavanak, hogy ,,Soha tobbé
VaR (ez nem sajtéhiba)”. A kockazatmérési tedria képviseli altal kiildott figyelmez-
tetd jelzéseket azonban a bankok szabalyozasaért felelds dontéshozdk a 2007-es
subprime-valsag kirobbandsdig nem vették komolyan.

A feltételes kockdaztatott érték (Conditional Value-at-Risk — CVaR) és Tail-VaR néven
is emlegetett kockazati mutatot véglil varhato tébbletveszteség (ES) néven fogadta
el a Bazeli szabalyozas.® Adott a szignifikanciaszinten (el6re meghatarozott id6ho-
rizonton) az ES feltételes varhatd érték, azaz a VaR-t meghaladé veszteség (negativ
hozam) varhaté értéke. Acerbi — Tasche (2002) szerint ezt az aldbbi mddon lehet
megfogalmazni:

ESa(X)=VaRa(X)+%E(X+VaRa)_ 7 (4)

® Ha az a-kvantilisnek egy értéke van, akkor a VaR, meghatarozhatd Ugy is, mint az a eloszlasfliggvény negativ
inverze, nevezetesen VaR,(X) = —F }(a).

© A részleteket l1dsd BCBS (2016) és Bugdr — Ratting (2016).

7 A fentiekben (a)_ = —min(a,0), amit az a negativ részének neveziink.
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Folytonos hozameloszlasra a (4) egyenlet az aldbbi alakot 6lti:
1 o
ESa(X)zajVaRp(X)dp (5)
0

A VaR-hoz képest az ES rendkivil kedvez teoretikus és empirikus tulajdonsagokkal
rendelkezik. A VaR-on tuli veszteségeket is szdmba veszi, ami vastag szél{ eloszlas
esetén kulondsen fontos. Emellett koherens kockazati mérték is, ami megfelel az
Artzner et al. (1999) éltal javasolt koherencia-axiomaknak. Ezzel ellentétben a VaR
nem koherens, mivel nélkiilézi a szubadditivitast. igy aztan eléfordulhat, hogy egy
portféliéd VaR-ral mért kockazata magasabb, mint a komponensek kockazatanak
Osszege. Az ES rendelkezik két kedvezé technikai tulajdonsaggal is: A konfidenci-
aszint vonatkozasdban folytonos, a kontrollvaltozdk fliggvényében pedig konvex,
ez utébbi a portfélid-optimalizalasban jatszik fontos szerepet. A varhaté hozam-ES
hatékony portféliok meghatarozasahoz, ahogyan azt Rockafellar — Uryasev (2000)
megmutatta,® minddssze egy linearis programozasi problémat kell megoldani. Ez
nagyon vonzova teszi az ES-t az eszkozallokacidban.

Az elicitdlhatdsag hidnya mellett az ES egyéb hidnyossagokkal is rendelkezik. Ezek
kozil, ahogyan azt Csdka et al. (2007) bemutatta, érdemes megemliteni, hogy ami-
kor egy portfélid kockazatat az altalanos egyensulyelmélet szempontjabdl értékeljik,
akkor a spektralis kockazati mutatdk (az ES altalanositasai) nem veszik figyelembe
a vizsgalt portfélionak a piaci portfélidval fennalld viszonyat. Ennek kévetkeztében
az ES mint kockdzati mutaté alkalmazasa a portfélié kockazatanak alul- vagy felil-
becsléséhez vezethet.

3. Modellvalidacio

A modellvalidacid kifejezés altaldnossagban arra a folyamatra utal, amellyel ellen-
6rizziik, hogy egy modell megbizhaté el6rejelzéseket ad-e. A kockdzatkezelésben
és a pénzligyi szabdlyozdsban a modellvalidaciéhoz hasznalt mddszert visszateszte-
Iésnek (backtesting) nevezziik. Ahogyan azt Acerbi — Székely (2017) kifejezte, a visz-
szatesztelés ,,a [modell] outputjanak az ellenGrzése”. Masképpen kifejezve olyan
technika, amellyel értékelni lehet az el6rejelzési mddszer pontossdgat oly mddon,
hogy 6sszehasonlitjuk az el6zetes statisztikai el6rejelzéseket az adott valdszinlségi
valtozok tényleges alakuldsaval. A nehézség abban rejlik, hogy a statisztikdknak sem
a valds értékét, sem pedig az eloszlasat nem lehet feltarni. Utdlagosan kizarélag azt
a realizalt értéket lehet megtaldlni, amely egy véletlenszer(en kivalasztott adatnak
tekinthetd (egy minta egy eleme).

8 Az ES-re a CVaR elnevezést hasznaltak.
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igy a kockdzatmérésben figyelembe vett statisztika egy kockazati mutaté pontbecsl|é-
se, ami példdul a VaR vagy az ES esetében a (2), illetve (4) egyenlettel kaphatd meg.
A hozam (X) a megfelel§ valdszin(iségi valtozd, az F(x) pedig ennek eloszlasfligg-
vénye. Ha egy konkrét modellre tdmaszkodunk, nevezetesen egy olyan médszerre
vagy algoritmusra, amellyel megbecsiiljik az alkalmazott kockazati mutatot, akkor
az a feladatunk, hogy értékeljiik az el6re jelzett teljesitményt a realizalt hozamok
id6sora alapjan (x;), és 0sszehasonlitsuk ezeket a kockdzati mutatdk elérejelzéseivel
(v:). Ez utdbbi a relevans kockazati mutatd becsdlt értéke, melyet a t — 1 idépontban
megadtunk a t id6ponthoz tartozéan. Ez a folyamat egy masik kihivashoz vezet,
kiilonosen az ES-utdtesztek esetében. Mivel az ES valddi értékét nem lehet megfi-
gyelni, a kockdzat mértékére vonatkozd elérejelzéseket a hozameredmények alapjan
kell ellenérizni. Ahogy Acerbi — Székely (2019) megfogalmazta, ebben az esetben
Iényegében ,,almat naranccsal” hasonlitunk dssze.

A modellvalidacionak két fontos tipusat ismerjik. Az abszolut validacid esetében
egy adott, el6re meghatarozott modell el6rejelz6 képességét értékeljiik. Ez a hagyo-
manyos megkdzelités, melynek célja egyetlen belsé modellnek a pénziigyi szaba-
lyozdk altal torténd visszatesztelése. Erre a célra a hipotézisvizsgalat mddszertanat
alkalmazzak.

A modellvalidacié masik tipusa a relativ validacié vagy modellkivalasztas, ahogyan
azt Acerbi - Székely (2014) nevezték. Ezt akkor haszndljak, amikor a cél kiilénb6z6
modellek rangsorolasa az elGrejelzési képességeik alapjan. llyen helyzetben rend-
kival el6nydsnek bizonyulhat az elicitalhatdsagnak nevezett tulajdonsag.

4. Elicitalhatdsag és visszatesztelhetGség

4.1. Az elicitalhatosag és a visszatesztelhetGség jelentGsége

Az elicitalhato statisztikdk kozos jellemzdje, hogy minimalisra csokkentik egy hiba-
fliggvény varhato értékét. A hibafliggvénynek az a szerepe, hogy szdmszer(sitse az
el6re jelzett és a realizalt érték kozotti kiilonbséget. A hibafliggvénynek szigordan
konzisztensnek kell lennie, ami azt jelenti, hogy varhaté értéke (atlaga) véges és
a varhato értékének van egyértelmd minimuma. Az elicitdlhatdsag formalis meg-
hatarozasa az alabbiak szerint adhato meg (lasd McNeil et al. 2015):

Legyen R:X->R(X) egy olyan kockdzati mutatd, amelyet az X hozam F(x) eloszl3s-
flggvényén definidlunk. Az R kockdzati mutatd ugy is értelmezhetd, mint egy F-en
definialt T statisztika (becsléfluggvény), igy T:F>T(F). Ez a kapcsolat ugy is kifejez-
hetd, hogy R(X) = T(F).
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Egy kockdzati mutatd T becsl6fiiggvénye akkor elicitdlhaté, ha létezik egy
S:RXR—[0,0) erGsen konzisztens hibafliggvény, amelyre minden véges varha-
t6 értékkel rendelkez6 X hozamra teljesil a kdvetkezd:

T(F)=argmin,zE(S(y,x)) ©

ahol a E(.) a varhato értéket jelenti. Felhivjuk a figyelmet, hogy a hibafliggvény
értékei nem lehetnek negativak.®

Ahogyan az elGrejelzés-elméletben ismeretes, a varhato érték elicitalhato, a megfe-
lel6 hibafliggvény pedig S(y,x) = (y — x)2. Bizonyithatd, hogy a VaR elicitalhato a szigo-
rdan novekvd eloszlasfiggvények esetében.’® Az ES azonban, ahogyan azt Gneiting
(2011) kimutatta, nem elicitdlhaté. Erdemes megemliteni, hogy Bellini - Bignozzi
(2015) ugyanezt bebizonyitotta a pénziigyi kockdazatmérés elmélete szempontjabdl
ugy, hogy jellemzett minden elicitalhaté kockazati mutatét. A variancia, amelyet
Markowitz (1952) vezetett be kockazati mutatoként, szintén nem elicitalhatd (Lam-
bert et al. 2008). A fenti példakat az 1. tdbldzat foglalja 6ssze. Az elicitalhato sta-
tisztikdk esetén a relevans (kanonikus) hibafliggvényt is feltlintettiik a tablazatban.

1. tablazat

Példak elicitalhato és nem elicitalhato statisztikakra

Statisztika Elicitalhat6? Hibafiliggvény

Varhaté érték Igen (y —x)?

Variancia Nem Nem létezik

VaR, Igen (1=a)ly = X)x<py + aly = X)pop *
ES, Nem Nem létezik

Megjegyzés: * Ez abszolut értékkel is kifejezhetd: |1y < y—a ||y —x|.
Forrds: Acerbi — Székely (2017) alapjdn szerkesztve

Az elicitdlhatdsdg hidnya az ES esetében olyan kihivasnak bizonyult, amely hibas
kovetkeztetésekhez vezetett. Id6kézben bebizonyosodott, hogy ez a tulajdonsag
csak a relativ modellvalidacidban Iényeges (lasd pl. Davis 2014; Acerbi — Székely
2014; Fissler et al. 2015). Levonhatjuk tehat azt a kovetkeztetést, hogy ennek a tu-
lajdonsagnak semmi kdze nincs az abszolut modellvalidaciéhoz.

Az elicitalhatdsagnak a visszatesztelésben érvényesils jelentésége abbdl a ténybdl
ered, hogy lehet6vé teszi a kiilonféle kockdzatbecslé modellek altal adott (y,) el6re-
jelzések értékelését, kizadrdlag a valdszinliségi valtozok realizalt értékére, konkrétan
a realizalt hozamok sorozatdra (x,) alapozva. Ha a kockdzati mutat6 elicitalhato,

9 A hibaflggvények tulajdonsdagaival és az elicitdlhato kockazati mutatokkal kapcsolatos tovabbi hivatkozasokat
lasd Bugdr (2019).
10 Bizonyitds: lasd pl. McNeil et al. (2015).
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akkor a konkurens modelleket rangsorolni lehet a hibafliggvény egy bizonyos idé-
szakra (T) vonatkozd atlagos értékének kiszamitasaval:

1 T
§=;25(yt,xt) (7)
t=1

A konkurens modelleket azon koncepcid szerint lehet rangsorolni, hogy a kisebb
atlagérték jobb el6rejelz6 modellt jelent.

Mikozben a visszatesztelés mar régdta bevett gyakorlat a pénzligyi iparagban és
a szabalyozasban, legjobb tudomdasunk szerint a formalis definicidjat csak a kozel-
multban hatarozta meg Acerbi - Székely (2017).

4.2, A visszatesztelhet6ség meghatarozasa

Egy kockdzati mutato T becsléfliggvénye akkor visszatesztelhetd, ha létezik egy olyan
Z:RxR — R visszatesztelési fliggvény, amelyre minden véges varhaté értékkel
rendelkez6 X hozamra teljesil a kdvetkezd:

E(Z(y,x))zo akkor, és csak akkor, ha y=T(F) (8)

Tovabbi kovetelmény, hogy a fenti Z visszatesztelési fliggvénynek szigorian monoton
novekednie kell az y valtozé fuggvényében, tehat

E(Z(y,,X))<E(Z(y,,X)) ha y <y, (9)

Emlitésre méltd, hogy a visszatesztelhetGséget azzal a céllal definidljuk, hogy ké-
pesek legylink megkiilonboztetni a tul- és alulbecslést. A (8) egyenletben a pozitiv
értékek tulbecslést jelentenek, a negativ értékek pedig alulbecslést. A hibafliggvé-
nyek nem rendelkeznek ilyen elGjelfligg6 tulajdonsaggal. Szintén jél lathatd, hogy
a rosszabb elGrejelzések a nullatdl tavolabb helyezkednek el.

Acerbi — Székely (2017) ramutatott, hogy a visszatesztelhet&ség elicitdlhatdsagot is
jelent az y valtozéban konvex hibafliggvények esetében. A megfelel§ hibafliggvény
a visszatesztelési fliggvény ismeretében az aldbbiak szerint hatarozhaté meg:

y
S(y,x)= jZ(t,x)dt (10)
feltéve, hogy létezik a fenti integral.

Az igazi kihivas azonban abban rejlik, hogy egy kockdzati mutatd elicitdlhatdsaga
a visszatesztelhetGség szikséges feltételének bizonyult. Ez azt jelenti, hogy egy
nem elicitdlhato statisztika nem is visszatesztelhet8. Specialis esetként ebbdl az
kovetkezik, hogy az ES nem visszatesztelhetd. Ezen a ponton az ES ellenzéi némileg
fellélegezhetnek, de azért ezzel még nincs vége a torténetnek.
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Mdsrészt viszont az y valtozéban szigordan konvex és folytonos (tehat y szerint
folytonosan differencialhatd) hibafliggvény esetén fenndllé elicitalhatdsag vissza-
tesztelhetGségre utal. Ebben az esetben az utdteszt fliiggvényt az aldbbiak szerint
hatarozhatjuk meg:

Z(y,x)=9,S(y,x) (11)

Mindezek alapjan egyértelm(en levonhatjuk azt a kdvetkeztetést, hogy a VaR vissza-
tesztelhet6 (amennyiben a hozameloszlasra nézve bizonyos feltételek teljestlnek!?).
A 2. tdbldzat bemutat néhdny példat visszatesztelhetd és nem visszatesztelhet6
statisztikdkra, és az el6bbiekhez megadja a relevdns visszatesztelési fliggvényt is.

2. tablazat
Példak elicitalhatd és nem elicitalhato statisztikakra

Statisztika Visszatesztelhet6 Visszatesztelési fliggvény
Varhato érték Igen y—X

Variancia Nem Nem létezik

VaR, Igen (L = @iy = Ty F Cli=y”
ESq Nem Nem létezik

Megjegyzés: * A fenti c dllandénak a [-a,1 — a] tartomdnyban kell lennie. A részleteket ldsd: Acerbi —
Székely (2017:10)

Forrds: Acerbi — Székely (2017) alapjdn szerkesztve

Hasonldan ahhoz a mdédszertanhoz, amellyel az elicitalhatdsagot ki lehet haszndlni
a modellszelekcidban (relativ modellvalidacid), a realizalt visszatesztelési fliggvényt
is alkalmazhatjuk a konkurens modellek rangsorolasahoz, ha kiszamitjuk az atlagos
visszatesztelési értéket egy T id6szakra, a kockdzatimutaté-elérejelzések (y,) soro-
zata, valamint a realizélt hozamok alapjan (x,):

1 T
2:?22(%,)&) (12)
t=1

A (7) egyenletben megadott teszttel ellentétben a fenti teszt eljelfliggs, tehat pozi-
tiv (negativ) értékkel meg tudja allapitani a tul- vagy alulbecslésre utalé tendenciat.
Szintén fontos kiemelni, hogy a (7) egyenletben megadott teszthez hasonldan ez
sem alkalmazhato abszolut modellvalidaciéra. Ebben az esetben hipotézis-ellenér-
zést kell végezni visszatesztelési eljarasként, ahogyan azt mar kordbban emlitettik.
Az abszolut modellvalidacidhoz szlikséges eljarast Acerbi — Székely (2017) javasoltak
és irtak le.

1 A részleteket 1dsd: Acerbi — Székely (2017).
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4.3. A visszatesztelés élessége

Az Acerbi — Székely (2017) altal megadott definicid szerint egy visszatesztelhetd T(F)
statisztika akkor biztosit éles utdtesztet, ha a visszatesztelési fliggvény varhato ér-
téke kizardlag az elbre jelzett (y) értéktdl és a statisztika valddi értékétdl [T(F)] fugg:

E[2(y.X)]=0(y.T(F)) (13)

A fentiekben a ¢ flggvény y szerint szigorian monoton névekvd, T(F) szerint pedig
szigorian monoton csdkkend.

Amint azt a 2. tdbldzat mutatja, a varhatd érték visszatesztelési fliggvénye:
Z(y,x) =y — x. Jelolje az m az elGrejelzett értéket, és legyen u az atlag valds értéke.
Ekkor E[Z(y,X)] = m — E(X) = m — u, ami azt bizonyitja, hogy a varhaté érték utdtesztje
éles. A VaR ezzel ellentétben nem biztosit éles utotesztet.?

Az éles utdteszt rendelkezésre éallasa kulcsfontossagu, mivel ennek alapjan lehet az
adott statisztika igazi (valds) értékét elre jelezni. Ezen tulmendGen egy éles utdteszt
az el6rejelzésben mutatkozd eltérés kozvetlen mértékének is tekinthets, mivel mu-
tatja az elGre jelzett és a valds érték kozotti kiilonbséget.

5. A vita megoldasa — kozvetett utéteszt (ridge backtesting)

5.1. A kozvetett utéteszt formalis definicidja

A kozvetett utdteszt koncepciodjat Acerbi — Székely (2017) vezette be. Ez a magasabb
rend(i vagy egyittes elicitalhatdsag fogalmara épit (Acerbi — Székely 2014; Fissler
et al. 2015; Fissler - Ziegel 2016).

A formalis definiciot (Acerbi — Székely 2017) az alabbiak szerint lehet megadni. Egy
T, statisztika akkor alkalmas kdzvetett utétesztre a

Z(y,,y1,x)=h(y,)-vS(y,,x) (14)

visszatesztelési figgvénnyel, ha kifejezhet6 (egy szigorian monoton g:R—R

fliggvény erejéig) ugy, mint az S hibafliggvény varhato értékének minimuma egy

elicitdlhatd T, segédstatisztika felhasznalasaval, azaz:
TZ(F)=g(minyeRE(S(y,X)))
T, (F)=argmin,zE(S(y, X))

A (14)-ben ve{+1} a g’ (a g derivéltjanak) eljele és a h(x)=vg™(y).

(15)

12 A részleteket lasd: Acerbi — Székely (2019)
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Amint az a (14)-es egyenletben lathatd, kdzvetett utdteszt esetében egy elicitdlhatéd
segéd valtozo elGrejelzése torténik a kivant (6nmagdban nem visszatesztelhetd)
statisztika visszatesztelési eljarasaban. Az utdbbi egybeesik az el6z6 hibafliggvénye
varhato értékének minimumaval.

5.2. K6zvetett utdteszt a varianciahoz

Mint kordbban emlitettiik, a variancia nem felel meg egy visszatesztelhet6 sta-
tisztikdval szemben tdmasztott kdvetelményeknek, mert nem elicitadlhaté. Mégis
lehet6ség van kozvetett utdteszt elvégzésére, ha kihaszndljuk azt, hogy a varianciat
kifejezhetjik a varhaté érték (atlag) hibafliggvénye varhato értékének minimuma-
ként. Valéban, a (15) szerint

V= minmERE[(X_ m)2 ]
n= argminmeRE[( X—m)ZJ (16)

Ebbdl az kovetkezik, hogy a variancia visszatesztelési fliggvénye felirhatoé ugy, hogy
Z(v,m,x)=v—(x—m)’ (17)

V és u a fentiekben a variancia és az atlag valddi értékeit, mig v és m az eldre jelzett
értékeket jelentik.

A variancia utotesztje a B(m) = (m — u)? kvadratikus torzitasig éles, ami mutatja
a variancia el6rejelzésének az atlag (varhatd érték) el6rejelzésének pontossagara
valé érzékenységét (lasd Acerbi — Székely 2019).

5.3. Kdzvetett utoteszt az ES-hez

A Rockafellar — Uryasev (2002) altal adott formalis meghatarozas alapjan

1

ES, =minveRE[v+—(X+v)_}
o

1 (18)

VaR, = argminveRE[v+—(X+ v)_}
o

Acerbi — Székely (2019) megmutatta, hogy az ES esetében alkalmazhaté kozvetett
utdteszt az alabbi visszatesztelési fliggvénnyel:
1

Z(ev,x)=e-v——(x+v)_ (19)
o

ahol a az adott szignifikanciaszint, e és v pedig az ES és a VaR elGre jelzett értékeit
jelentik. A fenti teszt modellszelekciéhoz és abszolit modellvalidacidhoz egyarant
haszndlhatd.
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A visszatesztelési fliggvény varhato értékét az alabbi mdédon fejezhetjlik ki:

E[Z(e,v,x)|=e—ES,—B(v) (20)
A (20) egyenletbdl Iathatd, hogy a fenti ES utéteszt a
B(v):E[v+l(X+v)_}—ESa >0 (21)
(0

torzitas erejéig éles. A torzitas értéke pozitiv minden v esetében, és nulla, ha a VaR
el6rejelzése pontos, tehdt v=VaR,, . Acerbi - Székely (2019) bizonyitotta, hogy foly-
tonos hozameloszlas esetén a torzitas lgy is meghatarozhatd, mint a VaR el6rejel-
zésében mutatkozo eltérés kvadratikus fuiggvénye??

8(v) =L YRa)(, _yor, ) (22)
20
ahol f a hozameloszlas strlségfliggvényét jelenti. Ha a VaR elbre jelzett és valds
értéke kozott kicsi az eltérés, a torzitas is csekély. Szintén figyelemreméltd, hogy
a B(v) prudencidlis hatéssal is bir'* olyan értelemben, hogy a nem pontos VaR-el6-
rejelzés (rossz VaR-becslés) noveli az eltérést az ES el6re jelzett és valddi értéke
kozott (lasd a (20) egyenletet).

A (22)-ben megadott torzitas relativ mértékének illusztralasa céljabdl négy elosz-
last vettlink figyelembe: a standard normalist és a Student-féle t eloszlast, harom
kilénb06z6 szabadsagfokra.'® A 3. tdbldzatban bemutatott szamitasok alapjan a VaR
el6rejelzésének pontossaga fliggvényében (v — VaR)/v) meghatéaroztuk az ES el6re-
jelzésében mutatkozo torzitds relativ nagysagat (B(v)/ | ES|). A kapott eredményeket
az 1. dbra mutatja. A VaR és az ES kiszamitasa soran szignifikanciaszintként a = 2,5
szazalékot alkalmaztunk. Erdemes megemliteni, hogy a VaR-el6rejelzésben eléfor-
duld negativ hiba alulbecslést jelez, mig a pozitiv hiba tulbecslésre utal. Az dbran
lathato, hogy a grafikonok aszimmetrikusak, ami azt jelzi, hogy a torzitas relativ
mértéke érzékenyebb a VaR tulbecslésére, mint az alulbecslésére. A VaR el6rejel-
zés fliggvényében azonban tag hatdrokon belil alacsonyan lehet tartani a torzitas
relativ mértékét. igy példaul —30 szézalékos és 20 szazalékos VaR-el6rejelzési hiba
esetén a torzitas relativ mértéke minden esetben (kivéve a normal eloszlast®) 10
szazalék alatt marad.

13 1 4sd Acerbi — Székely (2017, 2019).

14 Ez a torzitds nem negativ voltanak kdszonhetd.

* Felhivjuk a figyelmet, hogy az el6bbit generalhatjuk az utébbibdl, a végtelenhez konvergal6 szabadséagfokra.

16 Még ebben az esetben is csak kevéssel haladja meg VaR alulbecslés esetén a 10 szazalékot, tulbecslés
esetén pedig a 12 szdzalék kordli értéket.
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Attérés a kockdzati mutatok validdcidjgban

Eloszlas VaR, ES.* Szorzd **
Student t (df = 2) -4,30 8,40 0,22
Student t (df = 5) =257 =357 0,61
Student t (df = 20) —-2,09 -2,97 1,00
Standard normal -1,96 -2,34 1,17

Megjegyzés: * At eloszldsokra az ES értékét a Zhang (2016) dltal adott formula alapjdn hatdroztuk meg.
** A szorzé a (22) 6sszefiiggésben szereplé f(-VaR)/2a.

-0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4
(v—VaR)/v

-0,6 -0,5 -0,4 -0,3

= t(df=2) = t(df=5) == t(df=20)  ---c-- Normal

Forrds: Acerbi — Székely (2019) alapjdn szamitva

Els6 [atdsra meglepbnek tlinhet, hogy a torzitds a vékonyabb szél(i eloszlasoknal
bizonyul erésebbnek. Ez a javasolt utdteszt ,,okos” sajatossaganak is tekinthetd, és
ugy magyarazhatd, mint egyfajta blintetés a rosszul specifikalt modell hasznélataért
(lasd Acerbi — Székely 2019).

Acerbi — Székely (2019) legutébbi munkajaban a ,realizalt ES” kifejezés bevezetése
jelenti az Ujdonsagot. Ez a kdvetkezd képlettel fejezhet6 ki:

—  1g 1
ESa=?§;Vt+E(Xt+Vt)_ (23)
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Ennek azért tulajdonithatunk értelmes jelentést, mert az ES-utdteszt éles. Az at-
lagos z-érték ugyanis E[Z(e,v,X)] realizalt értéke, (melyet a (20) egyenlet hataroz
meg, felirhatd az ES atlagos elére jelzett és realizalt értéke kozotti kiilonbségként:

v 1w 1
7Esﬂ(et,vt,xt)=—2et——2vt——(xt+vt)_ 24
a2 Ta o« (24)

A fenti eredmény jelent&sége abban all, hogy lehetévé teszi az ES el6re jelzett
(ex-ante) és realizalt (ex-post) értékének 6sszehasonlitasat, és ezzel végss soron
— Acerbi — Székely (2019) megfogalmazasa szerint — az ,,almat az almdval” jelleg(i
Osszehasonlitdsokat.

6. Osszefoglalas és kovetkeztetések

Ez a munka arra tesz kisérletet, hogy felhivja a figyelmet arra a tényre, hogy |é-
tezik haszndlhato visszatesztelési mddszertan az ES-hez. Ezt a kockdzati mutatét
2016-ban fogadta el a Bazeli szabalyozas a kereskedési konyvek pozicidi téke-
koltségének belsé modellekben torténd meghatarozasahoz. Noha a tuddsok és
a pénziigyi szakemberek szempontjabdl el6relépésnek tekinthetd, az ES atvétele
ellentmonddsos is abban az értelemben, hogy a VaR-t megtartottdk a modellek
visszateszteléséhez.

Nagy kihivasnak bizonyult az a tény, hogy az ES nem elicitdlhaté. Ezen tilmendGen
Ujabb kihivast jelent a visszatesztelhet&ség formdlis definidldsa és az elicitdlha-
tésaggal fennalld kapcsolatanak feltardsa. Egy kozelmultban megjelent, attérést
jelent6 tanulmanyban Acerbi — Székely (2017) rdmutatott, hogy az ES, tehat az
a kockazati mutatd, amely mar megvetette a labat a banki szabdlyozasban, nem visz-
szatesztelhet6. Ugyanebben a tanulmanyban azonban a szerzék arra is ramutattak,
hogy lehet8ség van az ES-en egy Ugynevezett kdzvetett utdtesztet végezni, melyhez
szlikséges a VaR el6rejelzése, ami pedig elicitalhatd. Ez azon az elképzelésen alapul,
hogy az ES a VaR-ral egylittesen elicitalhatd, ahogyan azt Fissler — Ziegel (2016)
megmutatta. A kozvetett utdteszt egyik szimpatikus tulajdonsaga, hogy korlatozott
mértékben érzékeny a VaR elbrejelzésére, és ismert a torzitas irdnya. Ezen felll, az
éles visszatesztelés koncepcidjara épitve, legutdbbi munkajukban Acerbi és Székely
(2019) bebizonyitottak, hogy lehetséges bevezetni a ,realizalt ES” fogalmat, ami
a ,tail risk” ex-post mértéke lehet.

Ezek a jelent6s eredmények utat nyitnak az ES tényleges visszatesztelése el6tt.
A moddszertan tehat hasznalatra kész, és varja a pénzigyi szabalyozdk (re)akcidit.
Ebben a vonatkozdsban igéretes elGrelépést jelent, hogy az ES Acerbi és Székely
altal kidolgozott visszatesztelését jelenleg vizsgdlja az Olasz Kézponti Bank kocka-
zatkezel6 csoportja a bank sajat portfélidjanak validdldsara. Eddig nagyon pozitivak
a visszajelzések (Cesa 2019). A médszer kezdeti elismerését és az eredmények iranti
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novekvé érdekl6dést egy kozelmultban készitett podcast is jol mutatja, melyben in-
terjut készitettek Acerbivel” a Székellyel kozosen kidolgozott és javasolt Gj mddszer-
tanrol.
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